1. Introduction a la finance

« Consommateur représentatif:

+-00
max {Eo Lgo Bl (cf)]} 0 < pB<1,
S.C. At+1 = Rt (At + Yt — Ct)

ou ¢ est la consommation, y; les revenus du travail, A; la valeur des actifs a la date
t (positif ou négatif). Le rendement des actifs est R;.

11. Modele de Hall

« Variable de controle: ¢; Variables d’état: Ay, y; et R;_1; = Equation de Bellman:

400
v (Ao, 0, Bor) = max{uco) + BB | 55 ulern)]| s Avi=Ri(Ai+y—c) .

= max {u (o) + fv (A1, y1, Ro)}  s.c. Ay = Ry (Ag+yo — )
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. Formule de Benveniste-Scheinkman:

Doy N dA;0v (A1, y1, Ro)
_8AO (AOa Yo, R—l) =u (CO) 8140 + ﬂ (aAO aAl
dco Ocy\ Ov (A1, 41, Ro)
o v el
— () 5 AO) + BEy [Ro (1-5 AO) 94,
av (A17 yly RO)
= BE I E—
BEy [Ro 94, }

= ' (co)

« Equation d’Euler:
U/ (Co) — ﬁE() [R(]Ul (Cl)} =0

« Processus de Markov d’ordre 1 - Causalité au sens de Granger: pas d’autre information

nécessaire pour prévoir ’évolution de la consommation (réle de y; )

« Condition du 1" ordre: U (cr)
ov (A R Ea (1) = —
’ v ( 1, Y1, 0) o /8Ef [Rt]
u (Co) - ﬁEo Roi =0
04
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12. Evaluation du cours des actions

« A chaque période: p; cours de I'action, d; dividende, s; nombre de part

Donc:
_ Pit1 +diya

Ay = st (pr + dy) Ry
Dt

« Equation d’Euler:

| — 8E, (pt-H +dip o u’ (Ct+1))

P o (Ct)

« Hypotheses sur 1'utilité marginale de la consommation et sur la corrélation avec les
variables financieres:
/

U (Cr+1
E, (#) = (Cste

' (ct)

!

Prv1 + din v (eria)

covy =0

)

Dt u/ (ct)

« En particulier si u (¢;) est linéaire, on obtient:

d / di W
D1 + t+1) E, (u /(Ct+1))+ﬁcovt (pt+1 + t+17 U /(CtJrl)) _ éEt (pra1 + disr)
u (¢) Dt ' (cr) Dt

1_ﬂEt(

Dt

« Le cours de 'action a la date ¢ prennent en compte les dividendes distribués a la méme
date et ne dépendent que du cours a la période précédente (pas des fluctuations de la
consommation). Les solutions de 'équation précédente s’écrivent:

4o - 1 !
pe= X B Edi; + v (—)
Jj=1 164

oll y; est un processus aléatoire qui vérifie Fyy;1 = ;. (Clest ce qu'on appelle une
martingale).




ot
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13. Modele de Lucas (1978)

13.1. Prix comme fonction des dividendes espérés

. Pas de revenus autres que ceux des actifs y; = 0- “actifs”: un arbre dont la production
(non stockable) & chaque période est d; - prix de I'arbre: p; - consommation & chaque
période: ¢; = d;.

« Equation d’Euler:

=FE; (ﬂ% (P + dt+1))
. Par itération'
= FE; (ﬁ " c(;;)l dis1 + BB (TZ;WZT) (Per2 + dt+2))) )
_o (g u((lf)l)dt“ + BB (% (Praz + dm))) =..=F z 5]%61”].
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13.2. Consommation optimale et regle de tarification
« Marché compétitif des arbres + Loi statistique sur 1’évolution de la production

prob{di1 <2’ | di=2x}=F(x,2))

« Si sy est le nombre d’arbres (ou de parts) détenus par le consommateur on a le probléeme
suivant (agent représentatif car méme préférences et méme dotations initiales —> pas
d’échange):

+
max{EO {Zo(c)ﬁ’u (c,)]} 0<pB<1,
t=!

s.c. ¢+ s = (pr+ di) i

« Variables d’état: s;, pt, d; - Variable de controle: s;,1. Equation de Bellman:

v (84, pp,dy) = flax {u(e) + 5/” (8641, a1, disr) AF (diy1, di)} S.Cc. Cpt ...
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« Soit p; = h(z;) la regle de tarification ou la variable z; = d; est la variable d'état.
En utilisant le fait que ¢; = (p; + d;) 8 — pySe11 le nombre de parts optimal est défini

par:

v(slh(z)+z|) = max {u(fh(z)+2]s—h(z)s)+ B [v(h(z))+2]s)dF (2 2)}.

« Condition du premier ordre:

h(z)u'le(x)] = B [Ih () + D) dF (2, )

0/ (s'[h () +
« Formule de Benveniste et Scheinkman:

v (s[h(x) + 2) = u'[e(@)]

« On pose w () = h (z) v [c(z)] . La condition du premier ordre peut s’écrire:

=0 [w(@)dF («',z)+ B [ 2 [c(2)] dF (2, z)
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« A léquilibre s = ¢’ = 1 donc ¢ (z) = x et Péquation fonctionnelle & résoudre devient:
() =6 [w(@)dF (z',z)+ g (z)
ou g(x)=LGra'v (2)dF (:L' ,x) est une fonction connue.

« St u(c) est une fonction concave et bornée par A qui vérifie u (0) = 0, alors A >
u(c) > u(0) + cv/ (¢) donc g (z) < BB. Par suite

T(w):w— B fw(@)dF (2 z)+ g ()

est un opérateur contractant qui converge vers une solution unique.

« On obtient la regle de tarification par:

h(z)=w(z) /v (x)
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14. Généralisation de 1’approche:

. lére étape:
Caleul de la consommation d’équilibre (= consommation optimale dans le cas un
agent représentatif) dans un modele intertemporel. Ici ¢; = s,d;

. 2éme étape:
Calcul du prix des actifs, en particulier I'équation d’Euler qui décrit leur évolution
comme une fonction de I'état de I'économie. Ici (premiére) équation de Bellman
pour trouver h (x)

. 3éme étape:
Injecter dans I'équation d’Euler la consommation d’équilibre calculée en premiere
étape. Ici “a l'équilibre s = s'...”




