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15. Exemple 1: Taux d’intéréts a court terme et a long terme
« Modele identique a celui de Lucas:
max Ey jﬁ; B (ct) s.c. o <d
Consommation a chaque période ¢; = d;. (étape 1)

« Deux actifs financiers: placement sur un an et placement sur deux ans. Taux d’intéréts
respectifs: Ry, Ry

+00
max Ky EO Bu (cr) s.c. ¢+ L+ Ly <di+ Ry—1Ly—1 + Roy—aLor—o

Résolution avec le Lagrangien:
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« Les deux équations d’Euler s’écrivent (étape 2):

E, ﬂU/ (Ct+1)Rh} _
u(e)

Et ﬁQU/ (Ct+2)R2t} =1
u' (ct)

« On remplace ¢; par d; (étape 3) ou les dividendes obéissent & un processus stochas-
tique:

diy1 = pdibii, p>0

olt B;11 est un processus i.i.d. toujours positif. Dans le cas ot u (¢) = In ¢ on trouve:

B
— t 1t
J = max Ey {tZO B [u(c) + A (di + Ryp1Lig1 + RoyaLop 2 — ¢ — Ly — th)]} p \0
= 2 2
L . 1
Conditions du premier ordre: R;tl - (g [ E (Eﬂ
P
/
u(e) = M=0 = XN+BE MR =0 =X+ BE[MiaRy) =0
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« Dans le cas général on a:

— [ (erp1) Lu' (e
Ry, = E
o = B i)
[ (c u (¢
- E|3 /(t+1) BB ,( 1+2)
L v (er) ' (crr1)
[ (Ct+1) -1
= Ez‘, »6 u/ (Ct) 1t+1
!
-1 -1 u' (ci1)
= Ry, .E [thﬁ-l} + covy ﬁm7R1t+1
Si on écrit )
u (¢ N
p DURi =148 ot Eil€1s1] =0
' (ct)

on a:

' (c1)

R;tl = Rfl‘l Et {Rii_d + covy 6W, £1t+1

1.6. Exemple 2: Modéle de Lucas avec plusieurs actifs

« [l y a n especes d’arbres qui produisent a chaque période d;;. Chaque agent possede
la quantité s;; de espece i. A chaque période, la maximisation du bien-étre implique
que ¢; = dy = 5, dy. (étape 1)

Le programme décrivant le fonctionnement des marchés financiers s’écrit donc:

+00 n n
max Fj tZO 5tu (ct) s.c. _Zl DPitSit+1 = '21 (pit + dit) Sit1 — &
= 1= 2

« L’équation d'Euler du cours de Paction i (étape 2) s’écrit:

u' (cri1)

pit = BE; 7 () (pit1 + diry1)

« En substituant la consommation d’équilibre (étape 3) on trouve:

' (di41)

pit = BE; o () (pit+1 + dity1)
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« Cas particulier: u(c) =1n ¢

dy
Dit = BE; T (Pits1 + dirs1)
t+1
« On suppose que les fonctions de tarification s’écrivent sous la forme:
pit:q)itdty 1= 1,...,n

NB: Lucas (1978) et Brock (1982) on montré que pour ce type de probleme, la solution
est unique.

« Par suite on a:
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« Dans le cas ou n = 1, on retrouve la formule:

oy
A
« Dans le cas ot n = 2 et ou 'on suppose que I’évolution des actifs peut s’écrire:
1-— €
diy = 1 5 dy
+ €
dy = 5 dy

avec €; variable aléatoire & valeurs dans [0, 1] et obéissant a un processus de Markov

d; .
Dyudy = BE; [yi1] dy + BE, | =L 4, tel que Everyj = p’,  |p| < 1, on trouve:
diy1 1 1—p 1
On simplifie par d; et on itere pour trouver: by = +ZOO GE, [ﬂ - +ZOQ Jd 1-pe = L — ﬂet
N d j=1 2 j=1 2 2\1— ﬂ 1-— ﬂp
_— .y
q)it:_zﬁ]Et% [} :li+ﬂ6
j=1 t+j 2t 2 1_6 1—[3pt
NB: on obtient ce méme résultat en écrivant directement 1'équation de Bellman avec
d; et €; comme variables d’état.
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17. Options, produits dérivés et autres produits contingents.
« L’état de 'économie = évolue suivant un processus de Markov défini par:

prod{zi1 <z’ | z=z}= /f;o flu,z)du=F (2, )

« Si I'économie est dans 1'état x; a la période ¢, un agent économique peut acheter ou
vendre le droit d’acheter, si z;1 € A, une unité de bien a la période ¢t + 1 & un prix
qui s’écrit:

Jrpyen @ (@i, @) day

« Dans le cas particulier ou A = 2 = ensemble des possibles pour z, on a:
1

/1’1,+1€Q q (‘Tt-H7 l’f,) dxy = E

« Supposons maintenant qu'’il y a un marché compétitif pour ces options. Le programme
du consommateur représentatif s’écrit:




