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1. Programmation dynamique

11. Probléme intertemporel général

Variables d’état: L1, L2y ey Tty ooy TT € §Rn><T’ (vecteurs de dim n pris aux dates 1,2,...,T).
1 5 UL, Uy eeey Uty .., UT ’ vecteurs de dim k pris aux dates 1,2, ..., 7).
Variables de controle: uy, us, ..., Uy, ..., up € BT

s.c. G (xg,up, T1,u1, ..., 27, U, T141) > 0
n (T + 1) équations qui donnent w; = H; () et x; = w; (o) .

1.2. Probléme récursif
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13. Equations de Bellman

13.1. Probléeme a une période

W1 (.I’T)

s.c. xri1 = gr(@r,ur)

max {rr (zr, ur) + Wo (21.41)}

La condition (nécessaire) du premier ordre s’écrit:
Orr | Ogr
— +
8uT a’u,

Supposons cette condition suffisante. La solution s’écrit sous la forme

Wo ($T+1) 0

ur = h(ZL‘T)

Si h (zr) est dérivable, la dérivée de Wi (xp) existe et s'écrit:

— uTR (zo, i, wi);_y_p = ro(xo,uo) + 71 (z1,w) + ... +7r7 (20, ur) + Wo (2711) , B 8rT , orp agT , agr ,
Wi (zr) = + 0 (zr) 53—+ + 1 (zr) 53— Wy (2711)
s.c. 1 < go(To,uo) 22 < g1 (71, W) rri1 < gr (7, ur) or dur  \dwr dur
orp 5'9T
. . - = Wo (@141
xr < gt (@4, up): “fonctions de transition”. axT Ozt
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13.2. Probléme a (T + 1) périodes
Wrii (zg) = o Hax, {To (w0, wo) + 11 (x1,u1) + ... + 77 (x, up) + Wo (2141)}
s.c. T = g (xy, ut) pour t =0,...T et ou zy est donné.

NB: U & Un impact sur xs>; seulement.

Wiy (x) = max {ro (g, up) + max {n (1,u1) + ... + max {rr (zp,ur) + Wy (xT+1)}}}

T + 1:problemes & une dimension:
Wr—j (wr—;) = max{rr—; (er—j, ur—;) + Wo (27-j11)}
S.C. Tr—j+1 = gr (xT_j,uT_j), TT—j donné.

Solution sous la forme:

Uy = ht (If) .

Consistence temporelle: pas d’incitations a changer de politique.

1.3.3. Probleme a politique constante en horizon infini

> Oz, 0<p<l.
{“f}t 0 {f /6 (= t)} g
s.c. mpy1 =g (zy,uy)  ou xy est donné.
Horizon infini:
V(z) = max{r(z,u) + BV (2)}

sc. T = g(z,u), xdonné.

Théoreme: Sous les conditions de régularité (a) r (.) est une fonction concave et
bornée, et (b) {zsy1, 2, ur | 21 < g (me, up)} est convexe et compact, alors (1) 'équa-
tion fonctionnelle V' (z) = max, {r (z,u) 4+ BV (Z)} a une unique solution strictement
concave, (2) l'opérateur Vjyq (z) = max, {r (x,u) + fV; (Z)} converge vers la solution
a partir de n'importe quelle valeur initiale bornée V; () , (3) la politique optimale est
unique et invariante dans le temps (4) la solution est différentiable et sa dérivée s'écrit:

or

V(@) = 04 520V (g (0, h ()




