1. Le Lagrangien

11. Optimisation statique:

« Probleme d’optimisation:
WAX U (Z1, ey n)
sous les contrainte g1 (p,z) =0, ..., g (p, ), O M < M.
. Lagrangien du systeme:
m
L=u (pa l‘) + 121 Akgk (p; il?)
Théoreme 1. SOIt £* une solution du probléme d’optimisation. On suppose que la ma-
trice m X n des dérivées <%l&) est de rang m. Alors, il existe des valeurs de Ay, ..., A\

telles que:
L _ Ou(p,x’) m | Ogi(p,z")
= — 7 N———= =0
Ox; Ox; + 121 k Ox;
OL
D g (p,z) =0

En d’autre terme z* est solution des conditions du premier ordre données par la
dérivation du Lagrangien (& m + n variables)
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NB: ¢’est donc une condition nécessaire et pas une condition suffisante.

Soit V' = u (p, 2" (p)) la fonction d’utilité indirecte.
En différentiant la contrainte par rapport au parametre p, on obtient:
dgi (p,x*) _ Ogi. (p,x*) | _ Ogi(p,x*)dx;
= +X
dp Op i 0x; dp
Par suite, on a la proprié¢té fondamentale suivante:

ﬂ _ Ou (p, z*) Ly ou (p, z*) dx}

dp dp i Ox;  dp
Op P k-1 Ox; dp
dp k=1 dp

12. Optimisation dynamique en temps discret:

« Probleme d’optimisation:
Lot
nmax u(x
1 Eoﬂ (1)

sous les contrainte g; (p, z4_1,2:) =0out = 1...T.
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. Lagrangien du systeme:

L=wu(x)+ éjl 18w (1) + Mege (py o1, 1)

« Conditions du premier ordre:

gt 0911
Bl () + N ow (P, ze-1, 1) + )\t+18—x+t (P, x4, T141) = 0
pourt =1...T" — 1.
« Pour la derniere période on obtient:
dgr
BT (z7) + )\Ti (p,zr_1,27) =0
axT

2. Le Hamiltonien: Optimisation en temps continu

« Probleme de control optimal:
T
ncl(?)xV = [y v(s(t),c(t),t)dt

ou s (t) sont les variables d’état et ¢ () les variables de controle

sous la contrainte $ = 2 = f(s(t),c(t),t) avec s (0) = s9, s (T) = s7 (conditions

i
aux bornes).
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« NB: On supposera toujours par la suite qu’une solution existe, qu’elle est unique et
différentiable par rapport au temps.
« Hamiltonien du systeme:
H{(s(t),c(t),p(t),t)=v(s(t),c(t),t)+p)f(st),c(t),t)

Théorame 2. Une solution du probléme de controle optimal est un triplet (s (t) ¢ (t),p(t)) .

Toute solution vérifie les équations suivantes:

0H  0v(s,ct) of (s,c,t)
dc(t)  Oc rt) Oc =0
et
d OH
= G- = W@
. dp  OH  0Ov(sct) af (s, c,t)
S W e e Mg

NB: I s’agit ici aussi d'une condition néeéssaire et pas d’une condition suffisante.

« Conditions de transversalité:
lim p(t)s(t) =0




