1. Notion de point fixe - Convergence - Diagramme des phases

Théorsme 1. SOIt K un compact convexe d’un espace complet X et soit T un opérateur
continu sur K. Alors, il existe au moins un point p tel que T (p) =p

Figure 1.1: Points fixes d’'un opérateur

Definition 1. S0It (X, d) un espace métrique et f : X — X un opérateur sur cet espace.

On dira que f est contractant si il existe un réel k, 0 < k < 1, tel que

d[f (x) ’f(y)} < kd(xay)
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Théoreme 2. S0It (X, d) un espace métrique complet et f : X — X une fonction con-
tractante. Il existe un unique point z., € X tel que f (xx) = Tw. De plus, pour
tout zo € X, la suite {z,} définie par z,11 = f (x,) est une suite convergente de
limite x.

Figure 1.2: Application contractante
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11. Application a un espace de fonctions:

Désinition 2. S0it X un espace de fonctions et z,y € X deux éléments de cet ensemble.
On définit la distance d., de la maniére suivante:
Ao (2,) = sup [l (t) — y ()]
fE’D){

ot1 Dy est le domaine de définition des fonctions de X.

Définition 3. S0it X 1un espace de fonctions et x,y € X deux éléments de cet ensemble.

On définit la relation d’ordre > sur X de la maniére suivante:
zryex(t)>y(t) Vte Dy

Théoreme 3. SOIt T un opérateur sur un espace métrique (X, d.,), ot X est un espace
de fonctions. Supposons que X vérifie les propriétés suivantes:

(a) Monotonicité: Vz,y € X, x =y =T (z) = T (y)

(b) II existe une fonction constante ¢ € X de valeur réelle ¢ positive telle que:
VeeX, T(x+c) 2T (z)+fcavec)0 <[ <1

Alors T est un opérateur contractant de module (3.

(©Etienne B. de Villemeur 2000 - Université de Toulouse I - http://www.bigfoot.com/~EBDV 4

Théoreme 4. SOit T' un opérateur sur un espace métrique (X, d), ott X est un espace
de fonctions. Supposons que X vérifie les propriétés suivantes:

(a) Monotonicité: Vz,y € X, z =y =T (z) < T (y)

(b) II existe une fonction constante ¢ € X de valeur réelle ¢ positive telle que:
VeeX, T(x—c) 2T (x)+Pcavec 0 < <1

Alors T est un opérateur contractant de module (3.

Corollaire 1. SOIt I'équation du premier ordre y;11 = dy; + axy, |6 < 1, ot x4 est une
suite bornée. Il existe une unique suite bornée qui vérifie cette équation. Elle peut
étre obtenue par itération de I'opérateur T (y), = y—1 + axs_1.




